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JUEGOS CON INFORMACION INCOMPLETA

Joan E. Ricart'

Resumen

Presenta los resultados basicos relativos a juegos con informacidn incompleta, eso es, aquellos
en los cuales los jugadores tienen informacion privada sobre sus preferencias u otros
parametros relevantes del juego. Después de una larga introduccion con ejemplos, el articulo
estudia los juegos bayesianos en profundidad y presenta la nocién de equilibrio en estos casos.
También se presenta en forma resumida un panorama de los juegos repetidos con informacién
incompleta y de juegos con comunicacion.

Nota: Articulo preparado para Cuadernos Economicos del I.C.E. sobre teoria de juegos, editado por Joan E. Ricart i
Costa.

! Profesor de Economia, IESE
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JUEGOS CON INFORMACION INCOMPLETA

Introduccion

Una suposicion estandar en teoria de juegos es que la estructura del juego -numero de
jugadores, sus conjuntos de estrategias, sus preferencias— son de conocimiento compartido
(véase Aumann, 1976, para un tratamiento formal de este concepto). Por consiguiente, todos los
jugadores conocen esta informacidn, todos saben que los otros jugadores conocen esta
informacién, y asi sucesivamente. Cabe preguntarse como pueden estudiarse situaciones mas
reales donde los jugadores disponen de menos informacidn sobre la estructura del juego.

Por ejemplo, el pago final puede depender de un estado desconocido de la naturaleza, sobre el
que los jugadores tienen informacidn privada. O puede ser que un jugador no conozca con
exactitud alguna caracteristica relevante de otros jugadores, sus preferencias o sus creencias
sobre alguna informacion importante en el juego. Todos estos ejemplos tienen un factor en
comun, hay una asimetria de informacién en algun aspecto relevante del juego; los jugadores
no tienen informacion completa sobre la estructura del juego, y por eso, en esta situacidon
hablamos de juegos con informacion incompleta. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 1

Una empresa que llamaremos E debe decidir sobre la entrada a un nuevo mercado o segmento
de mercado, actualmente dominado por otra empresa I. Después de un exhaustivo anadlisis de
las alternativas disponibles, la empresa E debe escoger entre dos opciones que ha clasificado
como entrada agresiva (A) o entrada moderada (M). La principal incertidumbre que se vislumbra
en el futuro es la reaccion de la empresa I. Para simplificar, se considera que esta reacciéon
puede clasificarse de dos formas distintas. Puede escoger aceptar la entrada (A) cediendo de su
actual posicion de monopolio a una situacion de duopolio. Puede también responder
agresivamente a la entrada de la empresa E, a base de una reaccion (R) tendente a disminuir las
posibilidades de consolidacion de la empresa E en el nuevo mercado. Aunque tanto la entrada
como la reaccion es un proceso secuencial, las opciones que escoja cada empresa pueden
considerarse como simultdneas, ya que en principio no es posible distinguir el tipo de entrada,
A o M, y la empresa I debe tomar la decision antes de tener suficiente informacion sobre la
eleccion de E.
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La situacion se ve complicada, ya que la empresa E se ha enterado que la empresa I ha estado
trabajando muy intensamente en una investigacion para mejorar el proceso de fabricaciéon del
producto en cuestion. Es bien conocido en el sector que la empresa I ha destinado muchos
recursos a este proyecto, hasta el punto de tener una situaciéon financiera un tanto delicada. Sin
embargo, solo la empresa I conoce el resultado de su investigacion. Si ésta ha tenido éxito, el
coste de reaccionar agresivamente frente a la empresa entrante seria bastante menor, mientras
que seria dificil si esta investigacion ha fracasado, sobre todo dada la actual situacién
financiera de la empresa I. Cualquier observador del sector, incluida la empresa E, asignaria
igual probabilidad a que la empresa I ha fracasado o tenido éxito en su investigacion.

Dadas todas estas circunstancias, la Figura 1 presenta los pagos correspondientes para las dos
empresas segun sus estrategias y segun el resultado de la investigacion. Este es un juego de
informacion incompleta, ya que la empresa E desconoce si la investigacion ha tenido éxito o
no, mientras que la empresa I si tiene esta informacion. *

Figura 1
Matriz de pagos del ejemplo 1
R A R
A -1,1 0,-1 A -2,-2 1,-2
M -2,2 1,0 M 0,-3 2,0
EXITO FRACASO
(0,5) (0,5)

Ejemplo 2 (Vickrey, 1961)

Considere una subasta con dos participantes. Cada participante debe hacer una oferta en un
sobre cerrado para adquirir un determinado objeto (o contrato). La oferta superior se lleva el
objeto al precio indicado en la oferta. Cada participante conoce su valoracion v; del objeto en

cuestion, pero desconoce la del otro jugador. Las valoraciones de los jugadores se suponen que
son independientes y provienen de una misma distribucion de probabilidad, definida sobre
[0,), con densidad f(v). Nuestro interés consiste en calcular qué oferta debe realizar un
participante que observa su valoracion v. *

Mas adelante resolveremos estos dos ejemplos. Observemos que ambos juegos tienen algo en
comun. Algun jugador desconoce alguna informacion relevante sobre el juego, lo que le impide
conocer los pagos asociados a cada par de estrategias. Por consiguiente, desconoce qué juego
estd realmente jugando. Las técnicas desarrolladas hasta ahora para analizar juegos no pueden
aplicarse en estas circunstancias. Por otro lado, la mayoria de situaciones reales que pueden ser
analizadas desde una perspectiva de juegos, o sea que tienen un componente estratégico,
presentan, en mayor o menor grado, una dosis de informacion incompleta.
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Harsanyi (1967-1968) presentd una formulacion adecuada para modelizar situaciones con
informacién incompleta. La idea central de su metodologia consiste en sustituir el juego de
informacién incompleta por uno de informacién completa pero imperfecta. Esta transformacion
se fundamenta en la idea siguiente. Cada jugador tiene una caracteristica, que llamaremos tipo,
que contiene toda la informacion relevante en posesion del jugador, sea esta informacion sobre
ciertos valores, creencias o probabilidades subjetivas respecto a valores que desconozca, etc.
Antes de iniciar el juego tiene lugar un movimiento de la naturaleza que determina el tipo de
cada jugador. Cada jugador es informado de su tipo, pero no del tipo de los demas. De esta
forma, el juego se transforma en un juego de informacion imperfecta pero completa, gracias a
este movimiento adicional de la naturaleza.

Volvamos a nuestro ejemplo 1. La propuesta de Harsanyi consiste en modelar el juego como si
el primer movimiento fuera una decision de la naturaleza que con probabilidad 1/2 decidiera si
la empresa I es del tipo “éxito” o “fracaso”. Esta empresa conoce su tipo, pero la empresa E no
es informada sobre el movimiento de la naturaleza. Seguidamente, cada empresa escoge sus
opciones estratégicas simultanea e independientemente. Hecha esta transformacidn, la empresa
E sigue teniendo dos estrategias puras, pero la empresa I, que tiene dos conjuntos de
informacion, tiene ahora cuatro estrategias puras:

RR: Reaccionar si es del tipo éxito y reaccionar si es del tipo fracaso.
RA: Reaccionar si es del tipo éxito y adaptarse si es del tipo fracaso.
AR: Adaptarse si es del tipo éxito y reaccionar si es del tipo fracaso.
AA: Adaptarse si es del tipo éxito y adaptarse si es del tipo fracaso.

Notese que la empresa I debe considerar estas cuatro estrategias a pesar de saber su tipo (como
si decidiera su estrategia antes de conocer su tipo), ya que la otra empresa lo desconoce, y al
tomar su decision debe tener en cuenta no sélo el comportamiento de su tipo, sino también el
de otros tipos que pudiera haber sido y que el contrincante puede suponer que ella es. De
hecho, explotar la informacién incompleta del oponente es una de las opciones mas
interesantes que esta formulacion nos permite considerar. Teniendo en cuenta la distribuciéon de
probabilidad del movimiento de la naturaleza, el juego en forma estratégica (o normal) se
reduce a la matriz que se presenta en la Figura 2, donde todos los pagos son valores esperados
teniendo en cuenta la probabilidad de éxito y fracaso.

Figura 2
Matriz de pagos del ejemplo 1.

R/R R/A AR AIA
A -1,5,-0,5 0,-0,5 -1,0,-1,5 0,5,-1,5
M -1,0,-0,5 0,1 0,5,-1,5 15,0

La matriz de la Figura 2 es facil de resolver por dominancia. La empresa I tiene una estrategia
dominante R/A que deja indiferente a la empresa E sobre cualquiera de sus opciones.
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Utilizaremos ahora la formulaciéon de Harsanyi para encontrar las estrategias de equilibrio en la
subasta del ejemplo 2. Como el problema es simétrico, buscaremos un equilibrio simétrico.
Nuestro interés estd en encontrar la oferta “b” que deberia hacer un participante que observara
una valoracion “v” del objeto en cuestidn. Sin embargo, siguiendo las recomendaciones de
Harsanyi, para resolver este problema deberemos buscar toda la regla de decisiéon b(v), o sea, la
funcion que para cada valoracion nos indica la oferta adecuada.

Supongamos que el otro jugador (referido por el subindice 2) sigue una estrategia b(v). Nosotros
(subindice 1) observamos vViy decidimos ofertar bl' El beneficio esperado sera:

(v-b;) Prob(b(v,)<by) = (v;-by) Eb™ (b)) (1)

donde F(.) es la funcion acumulada de la distribucion de probabilidad con densidad f{.). La
condicion necesaria y suficiente para que b(v) sea una estrategia de equilibrio es que la oferta
que maximiza (1) sea exactamente b(v,). Esto es:

F(b~1(b)) + (v-by) fbI(by) / ' (b)) = 0
que evaluado en el punto by=b(v,), nos da:
-F(Vl) + (Vl_b(vl)] f(Vl)/b’(Vl) =0

que equivale a:

b'(vy) = (v-b(v{) flv)/F(v) 2)

La ecuacion diferencial (2) nos permitiria encontrar la estrategia optima para cada jugador en
un equilibrio simétrico. Como ilustracion, supongamos que la distribucion de las valoraciones
de cada jugador es una distribucion uniforme en el intervalo unidad. Se puede comprobar que
el resultado de la ecuacion diferencial (2) para este caso seria b(v) = v/2; esto es, cada jugador
deberia ofertar exactamente la mitad de su valoracidn del objeto.

En términos algo mas generales, la ecuacion diferencial (2) tiene una interpretacion intuitiva
interesante. Se puede comprobar (con una simple integraciéon por partes) que la solucion
general a la ecuacion (2) es:

b(v) = Jjo,v] tAO/E() dt

Esta integral es exactamente el valor esperado de la valoracién del otro participante si la
valoracién del jugador en cuestion es la mayor de las dos. O sea, la estrategia optima consiste
en suponer que la valoracion observada es la mayor de las dos valoraciones, e intentar ofertar
el valor esperado de la otra valoracion. Notese que en equilibrio, el objeto va a parar a las
manos del jugador que lo valora mads, y éste paga en valor esperado el valor del segundo. Este
resultado es de hecho mas general y se conserva para un numero finito de participantes;
siempre es optimo ofertar el valor esperado de la segunda valoracién mayor suponiendo que la
observada es la mayor.

En este capitulo analizaremos los juegos con informacion incompleta desde la perspectiva de
juegos no cooperativos. Dejaremos para mas adelante los modelos de negociacion y los juegos
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cooperativos con contenido de informacion incompleta. La distribucion de temas en este
capitulo es como sigue.

La seccion 2 presenta el modelo basico de los juegos con informacion incompleta, los juegos
bayesianos. Se discuten algunos aspectos esenciales del juego y la nocion adecuada de
equilibrio en juegos bayesianos, los equilibrios bayesianos. Finalmente se estudian algunos
problemas de existencia de equilibrios en juegos con informacidén incompleta y de equilibrios
en estrategias puras.

La seccién 3 presenta algunos modelos de juegos repetidos con informacién incompleta donde
el énfasis esta en el uso estratégico de la informacion privada y su transmision e interpretacion.
La seccion 4 presenta la posibilidad de comunicacidn, quizds a través de un mediador, en
juegos con informacion incompleta. Se definen los mecanismos de coordinacion y las
condiciones que deben cumplir para que sean implementables.

Finalmente, la seccion 5 concluye intentando dar una vision intuitiva de algunos conceptos
centrales de este capitulo que pueden ser de utilidad para una mejor comprension de las
situaciones con informacion incompleta.

Un modelo para juegos con informacion incompleta

Juegos bayesianos

En un juego con informacion incompleta, los jugadores poseen informacién privada sobre
preferencias y habilidades cuando escogen sus estrategias. El hecho de escoger sus estrategias
en presencia de asimetrias en la informacion es la caracteristica diferencial de estos juegos. Esta
propiedad contrasta con la situacidon de los juegos con informacion imperfecta, en los cuales la
asimetria se genera después de haber seleccionado las estrategias. Von Neumann y Morgenstern
(1944) fueron los primeros en introducir estos términos.

Harsanyi (1967-1968) aporto las herramientas necesarias para comprender estas situaciones al
introducir el concepto de juego bayesiano y al considerar éstos como el modelo adecuado para
los juegos con informacion incompleta. Se necesitarian muchos afios, hasta que Mertens y
Zamir (1982) presentaran una formulacion rigurosa de los argumentos de Harsanyi. En esta
seccion presentaremos una adaptacion de estos argumentos basada en Myerson (1985).

Existen varios temas sobre los cuales los jugadores pueden tener informacion distinta: pueden
diferir sobre el numero de jugadores, sobre los espacios de estrategias disponibles para cada
jugador, sobre cdmo las decisiones influyen en los resultados del juego y sobre las preferencias
de los jugadores sobre estos resultados. Harsanyi demostro que todas estas incertidumbres
podrian transformarse en desconocimiento sobre las funciones de utilidad. Veamos como.

La incertidumbre sobre el numero de jugadores puede transformarse en incertidumbre sobre los
conjuntos de estrategias a base de incluir siempre el jugador con una estrategia adicional
correspondiente a “no participar en el juego”. A su vez, la incertidumbre sobre las estrategias
disponibles para cada jugador puede transformarse en incertidumbre sobre la funcion de
resultados a base de considerar que las estrategias no factibles tienen un pago asociado de valor
negativo muy grande. Finalmente, incertidumbres sobre la funcion de resultados o sobre las
preferencias de los jugadores pueden modelarse conjuntamente a base de definir las utilidades
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de los jugadores directamente en el espacio de las estrategias. En consecuencia, toda

informacion incompleta puede reducirse a un desconocimiento de las funciones de pagos ik

definidas sobre los espacios de estrategias (ampliados si es necesarios) S =(Sl,..,Sn] para el

w9

nuamero “n” maximo de jugadores.

Para modelar la incertidumbre anterior sobre las funciones de pagos, podemos introducir un
pardmetro desconocido O en las funciones de utilidad. De esta forma, si los jugadores escogen
las estrategias correspondiente al vector s en S y el valor del parametro es 6, entonces el pago

del jugador k sera nk(s,e). Llamaremos H al conjunto de posibles valores del parametro 6, que

sin pérdida de generalidad puede considerarse un subconjunto de rYIS| para un juego finito.
Ademas, como consideraremos que las funciones de utilidad de los jugadores estan acotadas,
podemos considerar H como un subconjunto de un cubo de lado unidad y dimension n|S|.

La estructura de un juego de informacion incompleta definida como el conjunto de elementos

{N,S1,....,Sn,H,1t1,...1tn} es insuficiente, ya que no incluye la informacion de los jugadores sobre
el parametro O. Los jugadores desconocen el valor del parametro, pero dispondran de
probabilidades subjetivas definidas sobre el conjunto H. Existen muchas técnicas disponibles
(Raiffa, 1968) para poder medir las probabilidades subjetivas de los jugadores sobre los posibles
valores del parametro en el conjunto H. La descripcién del juego debe tener en cuenta dichas
probabilidades.

Sea qil la distribucién de probabilidad subjetiva del jugador i sobre el conjunto H. Por

consiguiente, para cada subconjunto A de H, qil(A) es la probabilidad que el jugador i asigna al

acontecimiento que el pardmetro 0 esté en el conjunto A. Nos referiremos a la distribucidn q11
como las creencias de primer orden del jugador i.

En un juego, la decision optima de cada jugador depende de sus expectativas sobre las
decisiones de los otros jugadores. Estas expectativas dependen a su vez de lo que el jugador
crea que los otros jugadores piensan sobre el valor del pardmetro 6. En consecuencia, debemos
preguntarnos sobre las creencias del jugador i con respecto a las creencias de primer orden de
todos los otros jugadores. De nuevo, un enfoque bayesiano nos indicara que el jugador i puede

asignar una distribucion subjetiva de probabilidad qi2 sobre las creencias de primer orden

desconocidas para ¢€l, (q1 1,...,q(i'1)l,q(i"'l]l,...qnl). Nos referimos a la distribucion qi2 como las
creencias de sequndo orden del jugador i.

De la misma forma deberiamos definir creencias de tercer orden, cuarto orden, y asi
sucesivamente, hasta un numero infinito de creencias de érdenes superiores. La cuestion central
es como hacer operativa esta secuencia infinita de creencias. Harsanyi sugeria, de forma
intuitiva, representar todo este conjunto de creencias en una sola variable, que llamaba el “tipo”
del jugador. El tipo de un jugador debe especificar todo lo que el jugador conoce y no es de
conocimiento compartido para todos los jugadores. Asi, si la variable desconocida es el sueldo

minimo aceptable para un jugador, el conjunto Ti de posibles tipos para el jugador i debe
contener los posibles valores de dicho sueldo minimo, asi como los parametros de las creencias
de los otros jugadores sobre este sueldo, etc.

Harsanyi propuso la utilizacién de un conjunto de tipos Tl para cada jugador. Estos conjuntos
se consideran de conocimiento compartido por todos los jugadores. También de conocimiento
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compartido son las distribuciones de probabilidades a priori con las cuales se selecciona el tipo
de cada jugador. Hecha esta seleccion, cada jugador conoce su propio tipo, pero no el de los
demas.

Como veiamos antes, el juego de informacion incompleta se caracteriza por la secuencia
infinita de creencias de los jugadores, mientras que Harsanyi proponia que ésta puede
sustituirse por un juego de informacion imperfecta que se inicia con la asignacion de un tipo a
cada jugador siguiendo unas distribuciones de probabilidad conocidas por todos los jugadores.
Harsanyi nunca presentdo una formulacién rigurosa que probara que se podrian encontrar

espacios T! para cada jugador lo suficientemente amplios para contener toda la secuencia
infinita de creencias y que, a su vez, cumplieran las propiedades necesarias para hacerlos
operativos (por ejemplo, ser compactos o, al menos, acotados).

Mertens y Zamir (1982) han demostrado que es posible seguir la estructura jerarquica de
creencias con un modelo matematico consistente con su interpretacion, de forma que existen
juegos bayesianos con conjuntos de tipos suficientemente amplios para incluir las creencias de
todos los ordenes. Su prueba formal requiere el uso de matematicas bastante sofisticadas y el
lector interesado puede referirse al texto original o a Myerson (1982). La aplicaciéon de este
modelo confirma la intuicién de Harsanyi, en el sentido de que podemos representar un juego
de informacion incompleta como:

G={Nsh..snth. ™ pl ptrl,. .2y

donde N es el numero de jugadores, y para cada jugador, si representa el conjunto de
estrategias (alternativas o decisiones) del jugador i, mientras que Tl es el conjunto posible de
tipos del jugador i y il es su funcién de pagos. Para cada jugador i y para cada tipo tl en Ti,
pi(.|ti] es una distribucion de probabilidad sobre el conjunto de tipos de los demas jugadores,

esto es, sobre T = Tlx...XTi'lXTi"'lX...XTn. La funcion de pagos esta definida en SxT, donde

T=Tlx..xT™. Por consiguiente, G es un juego bayesiano (véase Armbruster y Boge, 1979). Los

conjuntos T! son lo suficientemente amplios para incluir toda informacién privada o creencias
de cualquier orden que el jugador i pueda tener sobre las preferencias y creencias de los otros
jugadores en el juego.

Los conjuntos de tipos definidos hasta ahora pueden ser conjuntos de grandes dimensiones
poco manejables en cualquier caso practico. En contraste, uno de los puntos centrales de
Harsanyi era limitar esta explosion de creencias de distintos drdenes a base de suponer que era
de conocimiento compartido que todas las creencias de un jugador podian representarse por un
conjunto sencillo, de dimensiones tratables, que constituia su conjunto de tipos para este
jugador. Mertens y Zamir probaron que existen, para cada jugador, unos subconjuntos de los

espacios T! definidos anteriormente que siendo consistente con la idea de ser de conocimiento
compartido que las creencias de los jugadores estan en estos conjuntos, son a la vez finitos y
densos en los conjuntos anteriores. Asi pues, no existe pérdida de generalidad en suponer la
existencia de conjuntos como los que sugeria utilizar Harsanyi. Para simplificar la notacién

utilizamos T para representar, a partir de ahora, el conjunto de tipos del jugador i, subconjunto
del espacio de creencias que denotdbamos antes de la misma forma.
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Desde un punto de vista practico, los conjuntos de tipos T' que utilizaremos en los juegos
bayesianos no precisaran ser subconjuntos de los espacios de creencias de todos los o6rdenes.

Sera suficiente que Tl contenga la informacion privada de los jugadores sobre el estado de la
naturaleza. La infinita jerarquia de creencias puede generarse a partir de las probabilidades pi

para cada jugador. En consecuencia, T! sera isomorfico a un subconjunto del espacio total de
creencias, pero no idéntico a ¢él. De esta forma, los problemas seran tratables. El ejercicio
anterior de desarrollar los tipos a partir de las secuencias de creencias tenia como objeto
verificar que los juegos con informacién incompleta podian modelarse como juegos bayesianos.
Obtenido este propdsito, nos vemos obligados a trabajar con conjuntos de tipos de mucho
menor tamafio para tener un problema de dimensiones tratables, con la seguridad de que
nuestro modelo conceptual corresponde a lo que se desea modelar.

Consistencia en las creencias

Decimos que las creencias de los jugadores [pl,... p™) son consistentes si existe una distribucién
de probabilidad p* sobre T tal que las creencias de cada jugador coinciden con las
distribuciones condicionales que se pueden calcular a partir de p* utilizando el teorema de

Bayes. Esto es, para todo tl en T! y 1 en T_; se cumple:

pllt_q|t) = W/t ; p*()

Harsanyi defendia que la mayoria de juegos bayesianos en la realidad eran consistentes, ya que
presumia que los tipos de cada jugador se habian determinado simultdneamente, antes de
empezar el juego, por algun acontecimiento aleatorio descrito con la distribucién p*. Si ha
existido algun instante anterior al principio del juego en que los jugadores no conocian su tipo,
y todos los jugadores coincidian en creer que éstos se distribuirian con una distribucion p*, es

légico suponer que sus creencias (pl... p"), una vez conocen su tipo, deben ser consistentes con

p*. Sin embargo, este momento puede no haber existido y, en cualquier caso, los jugadores
conocen su tipo al iniciar el juego, por lo que probabilidades subjetivas sobre su propio tipo no
tienen relevancia decisoria en el juego.

Cabe analizar en qué casos puede tener alguna relevancia la consistencia en creencias al
estudiar juegos bayesianos en general. Para ello es interesante darse cuenta de que cuando un
jugador toma una decisiéon en un juego bayesiano, selecciona aquella decision que maximiza su
utilidad (o pago) esperado condicional a su tipo actual. Los pagos esperados se calculan
ponderando los pagos con las correspondientes probabilidades dependientes de la informacion
del jugador. Esto nos permite definir como juegos bayesianos equivalentes en probabilidad a los
juegos que tienen los mismos conjuntos de estrategias y de tipos, y que ademas los pagos y las
probabilidades cumplen la equivalencia siguiente:

p ) wi(s,0) = pltefth mis,b), Vi, Vse$S, VteT

Esta equivalencia probabilistica es importante, porque nos asegura que para juegos bayesianos
en general, la consistencia en creencias no es un problema. En particular, si los conjuntos de
tipos son finitos, para cualquier juego bayesiano existe un juego bayesiano equivalente en
probabilidad con creencias consistentes e, incluso, estocdsticamente independientes. La
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consistencia en creencias entra en juego solo si deseamos que las funciones de pagos cumplan
algunas propiedades especificas y los conjuntos de tipos no son finitos.

Equilibrios bayesianos

La decision de un jugador en un juego bayesiano dependerd, en general, de su tipo. Sin
embargo, como los otros jugadores no conocen su tipo y al escoger sus acciones tendran en
cuenta qué acciones escogeria el jugador i para cada uno de sus posibles tipos, éste debera
considerar las acciones de todos sus posibles tipos, a pesar de saber el suyo propio. En pocas
palabras, s6lo podra explotar su informacion si tiene en cuenta cémo hubiera actuado si
hubiera sido de algun otro tipo que sélo ¢l sabe que en realidad no es.

Un equilibrio de un juego bayesiano es un conjunto tal de conjeturas sobre la accion que
escogeria cada jugador en funcidén de su tipo, que cada tipo de cada jugador maximiza su
utilidad esperada dado su propio tipo y las (funciones) conjeturas sobre los otros jugadores.

Formalmente, un tuple ¢ =(ol,..,o") forma un equilibrio bayesiano de un juego bayesiano G si,

y solo si, para cada jugador i. ol es una funcién desde T! a S! tal que, para todo tl en Ti, se
cumple:

>t plt|th wi(o),t) = Maxgi Xt_; pl(t|th nl((o_;(t_;),s),0 (3)
donde (6_;(t_;),s) = (61 (t]),....c" 1t 1)1+ 1 (c+1),...c7 (W)

La ecuacion (2) indica que si el jugador i es del tipo ti, y espera que los otros jugadores utilicen
sus respectivas reglas de decision Gj(.), entonces la accidon Gi[ti] es su accién optima en el

sentido de maximizar su utilidad esperada condicionada a su tipo t..

El equilibrio bayesiano es el concepto fundamental de solucién para los juegos bayesianos. La
intencion de un concepto de solucién es poder predecir como los jugadores tomaran sus
decisiones. Sin conocer el tipo de un jugador, nuestra predicciéon debe ser una funciéon de los
distintos tipos. Si los jugadores entienden estas predicciones y la estructura del juego, cualquier
prediccidn que no sea un equilibrio bayesiano seria improcedente, ya que al menos un tipo de
un jugador tendria incentivos a desviarse de la prescripcion.

Los equilibrios calculados en los ejemplos 1 y 2 de la introducciéon eran equilibrios bayesianos
como el lector puede comprobar. Veamos ahora otro ejemplo original de Myerson (1985) muy
ilustrativo sobre algunas caracteristicas de estos equilibrios.

Ejemplo 3

Considérese un juego de dos jugadores con informacion incompleta caracterizado por los
siguientes conjuntos:

sl = (xlyly; s2 = (x2y2}; TV ={1}; T2 = {2a,2b}; pl(2a]1) = 0.6; p1(2b|1) = 0,4

Nétese que el jugador 1 tiene solamente un posible tipo y no posee informacion privada. Es un
juego de informacién incompleta por el desconocimiento del jugador 1 sobre el tipo del
jugador 2, al estilo del ejemplo 1. Finalmente, los pagos correspondientes, que son funcion de
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las acciones de ambos jugadores y del tipo del jugador 2, vienen dados por las matrices de la
Figura 3.

Figura 3
Matrices de pagos del ejemplo 3
X2 y2 X2 y2
x1 1,2 0,1 x1 1,3 0,4
yt 0,4 1,3 yt 0,1 1,2
t?=2a t2=2b
2

es una estrategia dominante para el jugador tipo 2a, mientras que y2 es una

estrategia dominante para el tipo 2b. El jugador 1 desea alcanzar los pares x1, x2) o [yl, yz);

como que el tipo 2a tiene mayor probabilidad de ocurrencia segun las creencias del jugador 1,
1

En este juego, x

¢éste escogera x° en el juego de informacion incompleta. Por consiguiente, el unico equilibrio
bayesiano del juego es:

o1(1) = x1,62(2a) = x2,62(2b) = y?
Este sencillo ejemplo nos ilustra los peligros de analizar las dos matrices separadamente. Si
consideramos que el jugador 1 conoce el tipo del jugador 2, entonces, si éste es 2a, el equilibrio

que prevaleceria en el juego de informacion completa seria (Xl, XZ); por otro lado, si el

jugador 2 es del tipo 2b, el equilibrio que prevaleceria seria (yl, yz]. Si consideramos solamente
el andlisis de las dos matrices por separado, nuestra prediccion seria que el resultado del juego

serd (x1, x2) si el jugador 2 es del tipo 2a, y [yl, y2) si es del tipo 2b. Pero esta prediccion es
absurda en el juego con informaciéon incompleta en que el jugador 1 desconoce el tipo del
jugador 2.

El jugador 1 adscribe dos acciones distintas al jugador 2 dependiendo de su tipo. El jugador 1
podria cumplir la prediccion hecha en el parrafo anterior sélo si tuviera alguna forma de
obtener informacion sobre el tipo del jugador 2. Sin embargo, el jugador 2 prefiere (yl, y2]

sobre [Xl, XZ) si es del tipo 2a, y prefiere (Xl, XZ) sobre [yl, yz] si es del tipo 2b. En
consecuencia, si permitiéramos comunicacidon entre los jugadores antes de que éstos escojan sus
estrategias, el jugador 2 nunca revelaria la informaciéon precisa para realizar la prediccion de
informacion completa, ya que esta prediccion le asigna los resultados menos deseados para

cada tipo. Siempre intentaria manipular su informacién para obtener [yl, y2) si es del tipo 2a, y

(Xl, X2] si es del tipo 2b.

Finalmente, ndtese que la prediccion correcta en este juego con informacion incompleta es que

se producira el resultado [Xl, X2] si el jugador 2 es 2a (prob. 0,6), o el resultado (Xl, y2] si el
jugador 2 es 2b (prob. 0,4), con unos pagos esperados para el jugador 1, el 2a y el 2b iguales a
(0,6, 2,4). *
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El juego del ejemplo 1 era de caracteristicas muy similares a éste, excepto que dadas las
creencias del jugador E, éste estaba indiferente con sus dos estrategias en el equilibrio
bayesiano, dando lugar a una multiplicidad de equilibrios. La transformacion del juego
representado en la Figura 2 es la representacion matricial del juego bayesiano, ya que las
estrategias en este juego transformado coinciden con las funciones 6(.) en el juego bayesiano.

Volvamos por un momento al ejemplo 2, la subasta de Vickrey, el juego que introdujo
inicialmente el concepto de informacion incompleta en la bibliografia econémica. En este juego
tenemos dos jugadores, sus espacios de tipos y estrategias coinciden y son iguales a un
intervalo de los nimeros reales positivos (quiza [0,00]), que es el soporte de la distribucion F(.).
Paralelamente, esta distribucion nos da las probabilidades condicionales (independientes del
tipo del jugador) sobre el tipo del otro jugador. Las funciones de pagos son claras:

ni(bl,bz,VI,VZ) = (Vl-bi] si bi>bj
=0 en cualquier otro caso.

Claramente tenemos un juego con informacidn incompleta, pero no es un juego finito. El
equilibrio obtenido en la introduccién es un equilibrio bayesiano donde Gi(vi]=b(vi) es una

funcion de los tipos del jugador i para ambos jugadores. Notese que, si analizamos el juego con
informacion completa (cada jugador conoce el tipo del otro jugador), el juego no tiene
equilibrio, ya que el jugador con la valoracion mas alta intentara ofertar un valor tan cercano
como sea posible pero superior a la valoracion del otro jugador. La prediccién con informaciéon
incompleta o con informacion completa, pero analizada antes de conocer la informacion, no
coincide entre si.

Existencia del equilibrio: estrategias distribucionales

Todo juego con informacion incompleta puede transformarse, tal como hemos visto, en un
juego bayesiano con informacién imperfecta. Si el juego bayesiano correspondiente es finito
(numero finito de jugadores, estrategias y tipos), siempre existe al menos un equilibrio en
estrategias mixtas. En consecuencia, la existencia de un equilibrio bayesiano esta asegurada en
estos casos por el teorema de Nash, que se presentdé en el primer capitulo de este numero. Para
el caso de un juego con un nimero infinito de estrategias y/o tipos, el problema de la existencia
de un equilibrio, asi como la existencia de equilibrios en estrategias puras, lo trataremos en esta
subseccion. Para ello nos referiremos fundamentalmente al trabajo de Milgrom y Weber (1983).

Aunque los resultados que presentamos aqui no dependen de la consistencia en las creencias,
vamos a suponer que las creencias son consistentes con una distribucion conjunta p*. Las

distribuciones marginales sobre T! vienen dadas por Pj. Supondremos también que los

conjuntos T' son espacios métricos separables, y que los conjuntos S! son espacios métricos
compactos. Para exponer los resultados necesitamos una definicion adicional:

Estrategias distribucionales: Una estrategia distribucional para el jugador i es una distribucion

de probabilidad ui sobre el conjunto Tixs! tal que la distribucion marginal sobre T! coincide
con Pj*. Esto es, para todo subconjunto D de T se cumple:

ui(DXSi] =p;*(D) = p*(Tlx...xTi‘lxDxTi+1X...XTn).
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Tal como los autores muestran en su articulo, las estrategias distribucionales son las naturales
para estudiar juegos con informacién incompleta cuando los tipos y las estrategias son ntimeros
reales y las estrategias de equilibrio son funciones monotonas. Estas situaciones, bastante
usuales en la economia, se presentan en problemas de subastas' como el ejemplo 2 de la
introduccién, y en otras situaciones de la economia industrial’, como precios limites y
comportamiento predatorio. Los autores ilustran esta utilizacion con el juego conocido como la
guerra de supervivencia (también llamado “subasta de un dolar” o “subasta en que ambos
pagan”).

Ejemplo 4: Guerra de supervivencia

En su interpretaciéon de conflicto entre animales, la historia podria ser la siguiente: dos
animales luchan por un premio valioso, como por ejemplo comida. El animal i esta dispuesto a

invertir un tiempo tl en la lucha (su tipo). Si lucha durante un tiempo s y su competidor se
retira, su pago sera tls. Si, por el contrario, ¢l se retira después de luchar un tiempo s, su pago

es -s. Cada animal conoce su tipo t!, pero no el del contrario. Se supone que estos tipos son
independientes y provienen de una misma distribucién absolutamente continua F(.) sobre R,

con densidad f{.).

Como el juego es simétrico, buscaremos un equilibrio de Nash simétrico. Supongamos que el

animal 1 “cree” que su oponente utilizard una estrategia creciente y diferenciable o(t?) funcion
de su tipo. Resolviendo el problema de la misma forma que el ejemplo 2 (se recomienda como
ejercicio para el lector) y utilizando la condicion 6(0)=0, se obtiene como estrategia optima:

olt) = I, 11l s fls)/(1-F(s))] ds

El par de estrategias (0,6) es el unico equilibrio simétrico del juego. Notese que éste es un
equilibrio en estrategias puras.

Una variacion interesante del juego es considerar que la distribucién F concentra toda su masa
en un soélo valor v. En ese caso, no existe ningun equilibrio simétrico en estrategias puras y
debemos buscar un equilibrio en estrategias mixtas. Notese que éste es un juego con
informacion completa. Sea s el tiempo que se desea aguantar en la lucha. Sea G(s) una
distribucion de probabilidad correspondiente a una estrategia mixta. Maximizando los pagos
esperados y afiadiendo a la condicion de simetria la condicion que G(0)=0 en el equilibrio, la
estrategia mixta de equilibrio viene dada por:

G*(s) = 1 -exp(-s/v)

Por consiguiente, en el equilibrio, cada animal randomiza su esfuerzo utilizando una
distribucion exponencial de media v, el valor del premio. Estas dos variantes del mismo juego
dan como resultado dos prescripciones aparentemente muy distintas: un equilibrio en
estrategias puras, en un caso, y uno en estrategias mixtas, en el otro. Sin embargo, ambos
resultados pueden compaginarse bajo la dptica de las estrategias distribucionales. Para ello,
considérese la distribucion de las acciones del animal inducidas por el equilibrio en estrategias

! Por ejemplo, Engelbrechl-Wiggans, Milgrom y Weber (1983), Milgrom (1981). Milgrom y Weber (1982a y b),
Wilson (1977).
2 Por ejemplo, Milgrom y Roberts (1982).
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puras desde la perspectiva de un observador externo que no conoce los tipos. Milgrom y Weber
prueban que si la distribucion F concentra su masa en un intervalo alrededor del valor v y de
longitud 2¢, la distribucion inducida por el equilibrio en estrategias puras converge hacia la
distribucion exponencial de media v cuando e tiende a cero. En consecuencia, los
comportamientos prescritos son consistentes entre si.

Los autores también muestran cémo usando estrategias distribucionales se pueden resolver
ambos problemas simultineamente facilitando la deducciéon de las consecuencias empiricas del
modelo como la convergencia en las prescripciones que comentabamos en el parrafo anterior. *

Usando este tipo de estrategias y con algunas condiciones adicionales, fundamentalmente en
relacién a la continuidad de las funciones de pagos y de la estructura de informacién, los
autores prueban la erxistencia de equilibrios en estrategias distribucionales, y la convergencia de
equilibrios, en juegos “cercanos” al equilibrio en el juego limite, mostrando la robustez del
equilibrio. Cuando la distribucién p* no tiene puntos con probabilidad positiva, entonces
prueban que el conjunto de estrategias puras es denso en el conjunto de estrategias
distribucionales y, por consiguiente, siempre tenemos €-equilibrios en estrategias puras. Con
otras condiciones de menor orden y siempre que el conjunto de posibilidades de las
incertidumbres bajo el control de la naturaleza sean finitas, existe un equilibrio en estrategias
puras. Para mas detalles se puede consultar el trabajo original, Milgrom y Weber (1983).

Juegos repetidos con informacion incompleta

Los juegos analizados hasta el momento en este capitulo han sido juegos estaticos. En esta
seccion deseamos dar unas pinceladas sobre los juegos con informacién incompleta en
situaciones repetitivas. El énfasis en estos juegos estd en el uso estratégico de la informacion:
cuando y como revelarla, cudndo y como ocultarla, cudndo debe creerse la informacion recibida
y cuando no, etc.

Muchos de los trabajos en esta area tienen su origen en los realizados por algunos autores bajo
el auspicio de la Agencia para el Desarme y el Control de Armamento® (Arms Control and
Disarmament Agency) en el periodo 1966-1968. Su objetivo era estudiar desde una perspectiva
teorica qué tipo de recomendaciones y qué nivel de informacién debia suministrarse a los
negociadores sobre el control del armamento nuclear. Desde entonces se han generado
numerosos trabajos aportando soluciones originales a muchos problemas planteados e
irresolubles durante afios. A pesar de que aqui plantearemos solamente los casos mas sencillos,
estos trabajos emplean ideas matematicas que podrian considerarse entre las mdas sorprendentes
y originales en la teoria de juegos. Todavia hoy en dia quedan problemas sin resolver en esta
area, con pocos teoricos preparados para afrontarlos.

El caso mas sencillo que estudiaremos con cierto detalle corresponde a juegos de suma cero con
informacion incompleta en un solo lado. Tenemos dos jugadores que se enfrentan a un juego de
suma cero repetido infinitas veces. El juego repetido puede ser cualquiera de un conjunto de
juegos matriciales {Ag}, k=1,..,K. Cada matriz Ay tiene m filas y n columnas. El jugador 1

3 Reports of the US Arms Control and Disarmament Agency/ST-80. ST-116 y ST-143, de 1966, 1967 y 1968,
publicados por Matematica, Princeton, NJ.
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escoge la fila, y el jugador 2 escoge la columna. Asi pues, el jugador 1 dispone de m estrategias
puras, y el jugador 2, de n estrategias en el juego estatico.

La secuencia del juego es la siguiente. Antes de empezar el juego, la naturaleza escoge la matriz
a jugar con una distribucion de probabilidad p=(p1,...,Pg). Sea k el resultado de esta loteria. El

jugador 1 es informado del resultado y sabe que la matriz escogida es Ay. El jugador 2 no tiene

mas informacion que la correspondiente a la distribuciéon de probabilidad p. En cada etapa del
juego infinito el jugador 1 escoge una fila, y el jugador 2, una columna simultdnea e
independientemente. Los jugadores son informados de la eleccion de los jugadores (i.j), pero no
del pago correspondiente. Al final del juego infinito, el jugador 2 debe pagar al jugador 1 el
limite del valor medio de los pagos resultados de cada etapa. Notese que un jugador esta
completamente informado del juego escogido por la naturaleza, mientras que el otro no dispone
de informacién. Sin embargo, la distribucion p es de conocimiento compartido.

Consideremos primero este juego con una sola etapa. Sea T una estrategia mixta para el
jugador 2. Sea 6=(0)) una estrategia mixta para el jugador 1, donde o) es la estrategia a jugar

si el estado de la naturaleza es k. Si el juego tiene una sola etapa, el jugador 1 podra hacer uso
de su informacion para maximizar su pago esperado. El jugador 2 tendrd que jugar su
estrategia Optima teniendo en cuenta la ventaja del jugador 1. Podemos resolver un juego
bayesiano como haciamos en la seccidon anterior.

Antes de pasar a la situacién repetitiva, nos convendra una definicion. Si el jugador 1 utiliza su
informacion en alguna etapa, estara revelando parte de esta informacion al jugador 2. No puede
explotar su informacién sin revelarla, al menos parcialmente. Puede, sin embargo, escoger una
estrategia que no revele informacion. En general, si el jugador 1 utiliza una estrategia ¢, y toda

la informacién a priori del jugador 2, en la etapa t, esta representada por pt, después de esta
etapa, el jugador 2 que haya observado la eleccion de la fila i, puede actualizar esta
probabilidad utilizando el teorema de Bayes. Esto es:

Pkt = piloyi)/Zpito; ()

Una estrategia mixta ¢ para el jugador 1 se conoce como estrategia de no revelacion, si la
distribucion a posteriori del jugador 2 es exactamente igual a su distribucién a priori para
cualquier movimiento que haya podido observar el jugador 2. En este caso, para que G sea de
no revelacion, es preciso que 61= 0y=..= Og. Eso implica que no se puede hacer uso de la

informacion sin revelarla.

Sea A(p)=2x Pk Ag. Esto es, la matriz resultado de ponderar las distintas matrices segun las

probabilidades iniciales que el jugador 2 le asigna a cada matriz. Sea u(p) = val(A(p)), el valor
del juego A(p). En este juego el jugador 1 solamente utiliza estrategias de no revelacidn.

Para cualquier funcién f(p), definimos como con(f(p)) a la menor funcién céncava que es mayor

o igual a f(p) para todo p en [0,1]. El resultado fundamental en este caso es el siguiente:

Teorema (Aumann y Maschler, 1968; Zamir, 1971-1972)

El valor del juego infinito v(p) existe y es igual a con(u(p)) para cualquier p en [0,1]. Ademds,
este valor coincide con el limite del valor del juego con t etapas, cuando t tiende a infinito.

14 - |ESE Business School-Universidad de Navarra



Veamos la intuicion de este resultado antes de explicar las estrategias 6ptimas de cada jugador.
Por un lado, el valor del juego debia ser una funciéon concava, ya que la informacién tiene
siempre valor positivo en este juego, al ser siempre posible no utilizarla. Ademas, esta claro que
el jugador 1 debe poder asegurarse al menos u(p). Por consiguiente, v(p) = con(u(p)). La otra
desigualdad es un poco mas complicada, ya que depende de las posibilidades del jugador 2. En
efecto, el jugador 2 tiene una estrategia que le permite asegurarse al menos con(u(p)).

Veamos primero la estrategia del jugador 1. Por un conocido resultado en geometria, se sabe
que siempre existen vectores de probabilidades pl,...,pS con s<K, y unos escalares positivos

1

x',...,x5 que cumplen Zixi= 1, tales que se cumple:

Yixipl = p y ¥ix! u(pl) con(u(p))

Dados estos vectores de probabilidades pl,...,pS (de K componentes cada uno), la estrategia
optima del jugador 1 es como sigue. Al iniciar el juego, si el estado de la naturaleza es k,

escoger i=1,..,s con probabilidad xipik/Pk. En todas las otras etapas del juego, jugar la
estrategia (de no revelacion) optima en el juego A(pi).

Notese que la estrategia optima es una estrategia de revelacion parcial de la informacion. Es
facil comprobar que la probabilidad total de jugar oj es exactamente xL. Si el jugador 1 utiliza
repetitivamente la estrategia oj, las creencias del jugador 2 sobre el estado de la naturaleza

seran:
Pr(k|o;) = Pr(oi|k) px/Pr(o;) = (xipik/pk) pk/xi = Pik

En consecuencia, el jugador 1 revela parcialmente su informacion, de forma que las creencias
del jugador 2 coinciden con p' con probabilidad x1 (antes del movimiento de la naturaleza). El
jugador 1 puede asegurarse con esta estrategia el valor u(pi) con esta probabilidad. En

consecuencia, tiene un valor esperado igual a Zixiu(pi) = con(u(p)), que es v(p).

Hemos visto como el jugador 1 puede asegurarse el valor v(p). Veamos ahora la estrategia del
jugador 2, empezando de forma intuitiva. Como veiamos hace un momento, el jugador 1 revela
parcialmente su informacién a base de jugar oj. El jugador 2 puede ir actualizando sus

probabilidades sobre el juego que se estd jugando. La secuencia de posteriores que se vayan
obteniendo forman una martingala. Las martingalas convergen, y debera converger al valor pi.

En consecuencia, el jugador 2 puede asegurarse un valor u(pi) jugando la estrategia dptima en
ese juego. En definitiva, teniendo en cuenta la randomizacidon inicial del jugador 1, el valor
asegurado por el jugador 2 es v(p), con lo cual se prueba la otra desigualdad.

De hecho, ésta no es la estrategia 6ptima del jugador 2, ya que éste debe protegerse en contra
de cualquier estrategia, y ésta es s6lo una mejor respuesta a la estrategia del jugador 1. La
estrategia optima del jugador 2 es un tanto complicada y poco intuitiva, ya que se genera con
un procedimiento muy distinto, el llamado estrategias de Blackwell (véase Blackwell, 1956, para
comprender este procedimiento fundamental en juegos repetidos con informacién incompleta).
Esencialmente, consiste en una estrategia de inferencia estadistica que le permite aproximar con
probabilidad 1 un conjunto en el espacio de pagos de K dimensiones, una por cada posible
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juego. El conjunto aproximable por la estrategia 6ptima asegura al jugador 2 un pago no
superior a v(p) (véase Aumann y Maschler, 1967; Stearn, 1967, y Kohlberg, 1975a).

Los resultados expuestos para juegos de suma cero con informacion incompleta en un lado son
algo mas generales. En particular, los resultados se generalizan al caso en que los jugadores no
observan los movimientos en cada etapa del juego, sino que cada matriz Ay tiene asociada una

matriz informativa que indica qué deben conocer los jugadores después de una etapa en
funcion de k y de la fila y columna escogidas. Para este caso, mas general e interesante, los
resultados son todavia ciertos. Para mas informacion puede consultarse Aumann y Maschler
(1967, 1868), Zamir (1971-1972, 1973a) o Ponsard y Zamir (1973) para una version secuencial
de estos juegos. En estos trabajos se obtienen también resultados sobre la velocidad de
convergencia.

La convergencia del valor del juego finito, cuando el numero de etapas tiende a infinito, al
valor del juego infinito, es particularmente relevante. No es fuera de lo usual que el valor de un
juego infinito no sea el limite de los finitos. Este resultado se debe a la estructura recursiva de
estos juegos originada por la propiedad de martingala de las posteriores calculadas por el
jugador 2. Veremos mdas adelante que la falta de estructura recursiva es origen de serios
problemas en otros juegos repetidos con informacion incompleta (véase, al respecto, Zamir,
1973D).

Dentro de los juegos de suma cero, el paso siguiente es considerar la falta de informacion en
ambos lados. Podemos considerar que hay varios juegos identificados por dos parametros, a y b.
La naturaleza escoge una matriz A (a, b), donde a y b se escogen de entre unos conjuntos
finitos usando las distribuciones p y q respectivamente. El jugador 1 es informado del valor a, y
el jugador 2, del valor b. El resto del juego es como el caso anterior.

Sea vex(f(q)) la mayor funcion convexa menor o igual que f(q) para todo q en [0.1]. Sea A(p.q)
la matriz media ponderada de las posibles matrices segun las ponderaciones p y q. Sea u(p.q) el
valor del juego en una sola etapa con la matriz A(p.q). El resultado fundamental en este caso es:

Teorema

(i) El jugador 1 puede garantizarse el valor conp(vexq(u(p,q}}}.
(ii) El jugador 2 puede garantizarse el valor vexq(conp(u(p,q}}}.
(iii)  cony(vexy(u(p,q)))svexg(cony(u(p,q))).

(iv) Si evaluados segun las probabilidades po,qo iniciales, ambos valores coinciden,
entonces el juego infinito tiene valor y éste es exactamente esta cantidad, v(po,qo} =

vexq(conp(u(p,q}}} = conp(vexq(u(p,q)}} (evaluados en pO,qO}.

De nuevo, estos resultados pueden generalizarse a casos donde las probabilidades sobre la
seleccion de la matriz a jugar no son independientes (Mertens y Zamir, 1971-1972). Otras
generalizaciones con matrices de informacion pueden consultarse en Mertens (1972), Zamir
(1973b) o Mertens y Zamir (1977). En estos trabajos también se analiza la convergencia del
juego finito al valor del juego infinito la estructura recursiva y la velocidad de convergencia. La
version secuencial de juegos con informacidn incompleta en los dos lados puede verse en
Ponssard (1975a) y Ponssard y Sorin (1978b).
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Los juegos repetidos con informacion incompleta que no tienen una estructura recursiva son
mas complicados de resolver y pueden no tener valor. Estos juegos se estudian en Mertens y
Zamir (1976a) y Waternaux (1981). Kohlberg (1974) y Kohlberg y Zamir (1974) estudian
aquellos juegos en los cuales hay un estado absorbente tal que si es alcanzado el pago se
mantiene constante en cada etapa sucesiva. Algunos juegos sin estructura recursiva pueden
transformarse en juegos con estados absorbentes.

El caso correspondiente a los juegos de suma no cero se inici6 con Aumann, Maschler y Stearns
(1968) y resulta tremendamente mas complejo que el caso de suma cero. Un estudio mas
completo de este caso puede encontrarse en Hart (1985). Finalmente, el caso correspondiente a
juegos de suma cero, pero utilizando un factor de descuento en el calculo de los pagos del
juego, fue analizado por Mayberry (1967) con algun resultado sorprendente: incluso en el mas
simple de los casos, v(p) es una funcion concava de p, pero es no diferenciable para cualquier
valor racional de p a pesar de ser diferenciable en casi cualquier punto debido a la concavidad.

La bibliografia al final del capitulo presenta una exhaustiva referencia a los principales trabajos
en esta interesante area de los juegos repetidos con informacion incompleta.

Juegos bayesianos con comunicacion

Volvamos al caso de los juegos estaticos con informacidon incompleta, cuya modelaciéon hemos
visto que se puede lograr a través de los juegos bayesianos. Hasta ahora hemos considerado que
la estrategia de cada jugador sélo podia depender de su propio tipo. En esta seccién
consideraremos qué ocurre si los jugadores en un juego bayesiano pueden comunicarse. En toda
la seccion, que se basa en Myerson (1985), consideraremos que los conjuntos de estrategias y
tipos son finitos para todos los jugadores.

Supongamos que los jugadores pueden comunicarse a través de un mediador que empieza
preguntando a los jugadores privadamente sobre su tipo, y que una vez recogida esta
informacién, recomienda una accion o estrategia a cada jugador. Esta recomendacion no es
vinculante para los jugadores y puede ser una funcion determinista o probabilistica de los

mensajes recibidos como respuesta de los jugadores. Sean (tl,...,tn) los mensajes enviados por

los jugadores al mediador. Denotaremos como u(sl,...,sn|t1,...,tn) = u(s[t) la probabilidad

1

condicional de que el mediador recomiende a los jugadores las estrategias s',..,s!, si los

mensajes recibidos eran tl,...,tn. Obviamente se debe cumplir, ya que U es una distribucion de
probabilidad que:

Zsu(s|t) =1 y u(s|t)=0, VseS, VteT (4)

En general, a cualquier funcion de u: SXT --->R que satisface (4) se le llama un mecanismo (de
coordinacion) para el juego bayesiano G.

Si el mediador utiliza un mecanismo cualquiera, no sera necesariamente verdad que los
jugadores tienen un incentivo adecuado a revelar su verdadero tipo. Adicionalmente, los
jugadores pueden desviarse de las recomendaciones del mediador si esta en su interés hacerlo.
De hecho, el mecanismo transforma el juego bayesiano en otro juego bayesiano, al que se
conoce como juego bayesiano de comunicacion. Decimos que un mecanismo | es compatible
con los incentivos (en un sentido bayesiano introducido por D’Aspremont y Gerard-Varet,
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1979), si, para todos los jugadores, decir la verdad al mediador y obedecer sus recomendaciones
es un equilibrio bayesiano cuando el mediador utiliza el mecanismo . Esto es, L es compatible
con los incentivos, si, y solo si:

Yt pllts[omis, 02Xt g pieft) pisft_;,t) mii(s_;,8,0

Vi, Vile T, vile Tl vol:si--_ssi (5)

Si el mediador utiliza un mecanismo compatible con los incentivos y cada jugador comunica
con él de forma independiente y confidencial, entonces ningun jugador puede salir ganando (en
el sentido de aumentar su utilidad esperada) mintiendo al mediador o desobedeciendo su
recomendacién, mientras los otros se mantengan en sus recomendaciones. Por otro lado, no
podemos esperar que los jugadores participen honestamente y obedezcan las recomendaciones
si el mediador utiliza un mecanismo que no es compatible con los incentivos.

En general, pueden haber distintos equilibrios bayesianos en el juego de comunicacién, incluso
cuando el mecanismo W que induce el juego es compatible con los incentivos. Ademas,
podemos considerar mecanismos de coordinacién mas generales, en los cuales los mensajes

enviados por los jugadores o recibidos por ellos no tienen por qué pertenecer a los conjuntos T

y Si, respectivamente. Sin embargo, para cualquier mecanismo de coordinacion y para cualquier
equilibrio bayesiano del correspondiente juego de comunicacidén, existe un mecanismo
equivalente compatible con los incentivos con el cual todo tipo de cada jugador recibe la misma
utilidad esperada (cuando todos los jugadores son honestos y obedientes) que en el equilibrio
bayesiano del mecanismo original. En consecuencia, no existe ninguna pérdida de generalidad
en suponer que los jugadores comunican con un mediador que primero pregunta su tipo y
luego les comunica la minima informacidén que precisan para guiar sus acciones, y realiza esta
operacion de forma tal que los jugadores no tienen ningun incentivo a mentir. Este resultado ha
sido obtenido por varios autores independientemente y se conoce como el principio de la
revelacion (véase Dasgupta, Hammond y Maskin, 1979; Harris y Townsend, 1981; Holmstrom,
1977, y Myerson, 1979, 1982).

Dados un mecanismo cualquiera y un equilibrio del juego de comunicacion, es facil construir,
con la ayuda de un mediador, un mecanismo compatible con los incentivos equivalente.
Primero, el mediador pregunta de forma confidencial a los jugadores su tipo. Después, el
mediador debe calcular qué mensaje hubiera enviado un jugador del tipo revelado sometido al
mecanismo y al equilibrio en cuestion. Seguidamente se calculan las recomendaciones que este
mecanismo hubiera hecho y las acciones que los jugadores hubieran seguido de recibir estas
recomendaciones en el equilibrio. Finalmente, el mediador aconseja estas acciones a cada
jugador. El mecanismo resultante es compatible con los incentivos, ya que en el caso de que
alguien desee desviarse, el equilibrio original dejaria de cumplir las condiciones de equilibrio.

El conjunto de mecanismos compatibles con los incentivos es un conjunto convexo y cerrado
que se caracteriza por el sistema de inecuaciones lineales en U que vienen dadas por (4) y (5).
Para seleccionar entre los distintos mecanismos compatibles con los incentivos, podemos
considerar, al menos, aquellos en los cuales ningun jugador puede ganar mas sin que algun
otro jugador pierda. Para ello, decimos que un mecanismo | es incentivo-eficiente si |l es
compatible con los incentivos y no existe ningun otro mecanismo |’ compatible con los
incentivos tal que:
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con al menos una desigualdad estricta. O sea, no existe ningun otro mecanismo compatible con
los incentivos tal que ofrezca una mayor utilidad esperada a algun tipo de algun jugador sin
disminuir la utilidad esperada de los otros jugadores o tipos. Conversamente, si L no es
incentivo-eficiente, entonces es de conocimiento compartido, y todos los jugadores preferiran
usar otro mecanismo compatible con los incentivos. Esta es, pues, la nocién adecuada como
base normativa para el analisis del bienestar asociado a los mecanismos de coordinacion, ya
que requerimos que el mecanismo sea eficiente sujeto a las restricciones de compatibilidad con
los incentivos. Véase Holmstrom y Myerson (1983) para un analisis mas detallado de estos
conceptos. Myerson (1982) caracteriza el conjunto de mecanismos incentivo-eficientes para una
clase mas general de problemas bayesianos de incentivos que incluye, como caso particular, los
juegos bayesianos.

Conclusiones

Las dificultades que se presentan cuando los agentes economicos poseen informacion privada
fueron ilustradas de forma dramatica por Akerlof (1970) en el mercado de coches usados
cuando la calidad del coche s6lo es observada, antes de la transaccion, por el vendedor. Con
unas sencillas suposiciones sobre el valor del coche para ambas partes, se concluye que «el
comprador debe rechazar cualquier precio que el vendedor esté dispuesto a aceptar», con lo que
hay una ruptura total del mercado. La légica de este argumento es la misma que utilizaba
Groucho Marx al afirmar «no quiero ser miembro de ningun club que esté dispuesto a
aceptarme». Cuando el vendedor acepta un precio, el comprador sabe, por la informaciéon que
deduce, que no debe aceptarlo. Sin introducir garantias o la posibilidad de utilizar un auditor
imparcial, el mercado desaparece a pesar de que habria posibilidades de transaccionar si hubiera
informacion completa.

Considérese una negociacion entre dos individuos con informaciéon privada. Ellos hacen
afirmaciones que pueden ser verdaderas o falsas; utilizan “faroles”, amenazan, interaccionan
para convencerse mutuamente sobre sus preferencias y sus restricciones. Finalmente, pueden
llegar a un acuerdo o romper la negociacion. Cada parte conoce sus propias preferencias y
adopta una estrategia privada que especifica como debe actuar en cada etapa de la negociacion
en funcion de la historia de la misma.

Una consideracion importante al escoger nuestra estrategia, frecuentemente desestimada, es el
hecho de que el otro individuo no conoce nuestras preferencias y restricciones, o sea, no conoce
nuestro tipo, y continuamente estara actualizando sus creencias sobre esta informacion. El
contrincante basard sus acciones en sus creencias sobre nuestro tipo. Por consiguiente, al
decidir nuestras propias acciones, debemos anticipar las conclusiones que él sacara sobre
nosotros: debemos preguntarnos como actuariamos si hubiéramos sido de cualquier otro tipo
distinto del que realmente somos. Este razonamiento es la esencia que hay detras de los juegos
bayesianos como modelo para los juegos con informacion incompleta.

Podemos visualizar la preparacion para la negociacion como una discusion entre el individuo y
sus otros alter egos, en la cual los participantes deben decidir una presentacién coordinada
frente al mundo exterior. Unos tipos querran engafiar (bluff], imitando la estrategia privada de
algun otro tipo en un intento de persuadir al mundo que ellos son de ese otro tipo. Otros tipos
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querran “sefialar”, revelando su verdadera informacion. Los distintos tipos pueden tener
intereses en conflicto; estos conflictos entre tipos deberan resolverse antes que el auténtico tipo
pueda decidir como actuar. La resolucion final entre los tipos no puede ser un contrato
vinculante; sélo un tipo existe realmente; los otros no pueden penalizarlo por romper un
acuerdo. La resolucion debe ser compatible con los incentivos de cada tipo.

Para tener en cuenta estas consideraciones, definimos la estrategia como una especificaciéon de
la accién a seguir para cada uno de los posibles tipos. S6lo una de estas acciones se
implementara, la del auténtico tipo, pero es necesaria una estrategia completa para todos los
tipos, ya que una estimacién de ésta es la informacidn que precisa el contrincante para
actualizar sus probabilidades sobre nuestro tipo. En el equilibrio bayesiano, la estrategia debe
ser la optima para cada tipo de cada jugador, no so6lo para el verdadero tipo del jugador.

Esta es la filosofia subyacente en todo el contenido de este capitulo. El mensaje principal es la
necesidad que tienen los jugadores de considerar sus alfer egos o tipos alternativos. El modelo
basico de los juegos de informacidn incompleta se ha descrito en la seccion 2, junto al concepto
de equilibrio bayesiano y algunas consideraciones sobre su existencia. El aprendizaje
fundamental de esta seccion es la necesidad de considerar los juegos bayesianos como la
representacion adecuada de los juegos con informacion incompleta.

La seccion 3 ha estado dedicada a los juegos repetidos con informacidon incompleta. Esta es un
drea muy interesante en los juegos con informacién incompleta que intenta estudiar un
problema muy fundamental: qué uso debe hacerse de la informacién en una negociacion
repetitiva en el tiempo. /Debo revelar u ocultar la informacién? ;Debo creerme una
informacion revelada o descartarla? En pocas palabras, el problema central del estudio es el uso
estratégico de la informacion privada en una negociacion repetitiva.

Finalmente, hemos cubierto la posibilidad de comunicacion en el juego estatico para
encontrarnos con un nuevo juego bayesiano, un juego de comunicacion, donde el problema
central consiste en diseflar un mecanismo de coordinacion orientado a lograr soluciones
eficientes en el juego. Hemos visto que, gracias al principio de la revelacion, podemos
concentrarnos en el estudio de mecanismos directos (restriccion de los mensajes a los posibles
tipos y/o acciones de los jugadores), en los cuales la participacion honesta y obediente de los
jugadores es compatible con los incentivos de los mismos. De estos mecanismos, nos interesan
aquellos que sean incentivo-eficientes, o sea, eficientes sujetos a las restricciones de
compatibilidad de los objetivos.

Con estos temas no hemos, ni mucho menos, completado la gama de modelos y consideraciones
que se pueden hacer alrededor del tema de la informacion incompleta. Este tema saldra
repetidamente en los diversos articulos de este numero, ya que tiene mucha importancia, tanto
en la teoria de los juegos como en sus aplicaciones en teoria economica, e incluso en
negociaciones y estrategias competitivas. La informacién es un activo muy importante si de ¢l
se hace un uso inteligente y adecuado.

Cabe remarcar un area que se ha quedado en el tintero, la de negociaciones con informacién
incompleta. La razon estriba en que este capitulo forma parte todavia del bloque dedicado a los
juegos no cooperativos. Al avanzar en la direccion de los juegos cooperativos y de la
negociacion, volvera a tratarse, con la profundidad que merece, el tema de la informacién
incompleta en negociaciones y juegos cooperativos.
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